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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

                

Σην παξαθάησ ζρήκα  θαίλεηαη ηκήκα ελόο πνιενδνκηθνύ ζρεδίνπ κηαο πόιεο. Οη 

ζθηαζκέλεο επηθάλεηεο είλαη θηίξηα. Να βξείηε πόζεο είλαη όιεο νη δπλαηέο δηαδξνκέο κε 

ηηο νπνίεο κπνξνύκε λα πάκε από ην ζεκείν Χ ζην ζεκείν Υ, αλ ζε θάζε δηαδξνκή 

πεξλάκε κόλν κηα θνξά από νπνηνλδήπνηε δξόκν.   

 

ΠΡΟΣΕΙΝΟΜΕΝΗ  ΛΤΗ 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Όιεο νη δπλαηέο δηαδξνκέο είλαη: XABCY, XABCGDY, XABCGFEDY, XAGCY,  

                                                      XAGDY, XAGFEDY,  

                                                      XFEDY, XFEDGCY, XFEDGABCY, XFGDY,   

                                                      XFGCY, XFGABCY. 

Απάληεζε: 12  δπλαηέο δηαδξνκέο. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

 

Να ηνπνζεηήζεηε πάλσ ζε θύθιν ηα ςεθία 1,1,1,1,2,2,2,3,3,3 έηζη ώζηε ην άζξνηζκα 

νπνηνλδήπνηε ηξηώλ δηαδνρηθώλ ςεθίσλ λα κελ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3. 

             

ΠΡΟΣΕΙΝΟΜΕΝΗ  ΛΤΗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μηα ηνπνζέηεζε θαίλεηαη ζην πην πάλσ ζρήκα. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

                

Κάπνηνο άξρηζε λα δηαβάδεη έλα βηβιίν ηελ 1
ε
 Δεθεκβξίνπ. Κάζε κέξα δηάβαδε    

ηνλ ίδην αξηζκό ζειίδσλ θαη ηέιεησζε ην βηβιίν ηελ 31
ε
 Δεθεκβξίνπ ηνπ ίδηνπ  

ρξόλνπ. Αλ ηελ πξώηε κέξα δηάβαδε ην 
1

4
 ηνπ αξηζκνύ ησλ ζειίδσλ πνπ (αξρηθά)   

δηάβαδε θαη θάζε επόκελε κέξα δηάβαδε κηα ζειίδα παξαπάλσ από ηελ   

πξνεγνύκελε κέξα, ηόηε ζα ηέιεησλε ην βηβιίν θαη πάιη ηελ 31
ε
 Δεθεκβξίνπ.  

Να βξείηε πόζεο ζειίδεο έρεη ην βηβιίν.  

 

 

ΠΡΟΣΕΙΝΟΜΕΝΗ  ΛΤΗ 

 

Έζησ  x  ν αξηζκόο ησλ ζειίδσλ, πνπ δηάβαδε θάζε κέξα. 

Σηελ πξώηε πεξίπησζε ν αξηζκόο ησλ ζειίδσλ είλαη  31x . 

Σηε δεύηεξε πεξίπησζε ν αξηζκόο ησλ ζειίδσλ είλαη 

x x x x x
1 2 3 ... 30

4 4 4 4 4

       
               
       

. 

Άξα έρνπκε ηελ εμίζσζε  

 

 

x x x x x
31x 1 2 3 ... 30

4 4 4 4 4

31x
31x 1 2 3 ... 30

4

30 1 3031x
31x

4 2

124x 31x 1860

93x 1860

x 20.

       
                 

       

      

 
  

  

 



 

 

Απάληεζε: ην βηβιίν έρεη 31 20 620  ζειίδεο. 

 



ΛΤΕΙ  ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ ΚΤΣΑΛΟΔΡΟΜΙΑ 
ΠΑΦΟ 1η Φεβρουαρίου 2008 

 

Α΄ Γυμνασίου. 

Οι αρικμοί 1 μζχρι το 9 τοποκετοφνται  ζνασ ςε κάκε τετράγωνο ςτο 

διπλανό ςχιμα χωρίσ να επιτρζπεται επανάλθψθ ψθφίων. Το 

άκροιςμα των πζντε αρικμϊν ςτθν οριηόντια γραμμι είναι ίςο με 

το άκροιςμα των πζντε ςτθν κατακόρυφθ ςτιλθ. Να βρείτε τισ 

διαφορετικζσ τιμζσ που μπορεί να πάρει  ο αρικμόσ Μ.  

Προτεινόμενη Λύση:Αν ονομάςουμε με 
4  το άκροιςμα των  

τεςςάρων ψθφίων , εκτόσ του Μ τθσ ςτιλθσ τότε ζχουμε: 

420 22    , άρα 
4 21   ι 

4 22  .Επίςθσ ζχουμε ότι το 

άκροιςμα των τεςςάρων ψθφίων τθσ κατακόρυφθσ ςτιλθσ είναι 

ίςο με το άκροιςμα των τεςςάρων ψθφίων τθσ οριηόντιασ ςτιλθσ, άρα ζχουμε δφο περιπτϊςεισ: 

 Αν  
4 21  , τότε 

4 8 6 5 2 21 4 9 7 1           , άρα Μ=3. 

 Αν  
4 22  , τότε 

4 8 6 5 3 22 4 9 7 2           , άρα Μ=1. 

Β΄ Γυμνασίου. 

Σε τελικό γφρο του Παγκφπριου ςχολικοφ πρωτακλιματοσ ποδοςφαίρου των Γυμναςίων που κα 

διεξαχκεί ςτθν Πάφο, ζχουν προκρικεί 8 ομάδεσ οι οποίεσ χωρίηονται ςε δφο  ομίλουσ των 4 ομάδων. 

Κάκε ομάδα του ομίλου παίηει ζνα παιχνίδι με όλεσ τισ ομάδεσ του ομίλου τθσ. Για  κάκε νίκθ μια ομάδα 

παίρνει 3 βακμοφσ, για ιςοπαλία 1 βακμό και 0 βακμοφσ για ιττα. Από κάκε όμιλο προκρίνονται 2 

ομάδεσ. Κάκε ομάδα που  προκρίνεται παίρνει όχι λιγότερουσ βακμοφσ από τισ ομάδεσ που δεν 

προκρίνονται.  

(α) Ποιο είναι το μικρότερο δυνατό ςφνολο βακμϊν που κα μποροφςε να ςυγκεντρϊςει μια ομάδα και 

να προκρικεί;   

(β) Ποιο είναι το μεγαλφτερο δυνατό ςφνολο βακμϊν που μπορεί να ςυγκεντρϊςει μια ομάδα και τελικά 

να μθν προκρικεί;   

Προτεινόμενη Λύση: 

(a) Αν μια ομάδα του ομίλου κερδίςει όλα τα παιγνίδια και τα υπόλοιπα όλα παιγνίδια ζρκουν 

ιςόπαλα τότε θ δεφτερθ ομάδα που κα προκρικεί ζχει ςυγκεντρϊςει 2 βακμοφσ. Μζνει να 

αποδείξουμε ότι μια ομάδα δεν μπορεί να προκρικεί αν ςυγκεντρϊςει λιγότερουσ από 2 

βακμοφσ. 

Πράγματι αν μια ομάδα ςυγκεντρϊςει το πολφ 1 βακμό, αυτι πρζπει να ζχει χάςει τουλάχιςτον 

2 παιχνίδια. Επομζνωσ οι ομάδεσ που κζρδιςαν κα ζχουν τουλάχιςτον 3 βακμοφσ και άρα κα 

M 4 79



είναι πάνω από τθν Α ςτθ βακμολογία, δθλαδι θ Α ομάδα δεν κα είναι ςτουσ  δυο πρϊτουσ του 

ομίλου. 

(β) Αν μια ομάδα του ομίλου θττθκεί ςε όλα τα παιχνίδια και οι άλλεσ 

      τρεισ κερδίςουν κυκλικά δθλαδι θ Χ κερδίηει τθν Υ, θ Υ κερδίηει τθν Ζ 

      και θ Ζ κερδίηει τθν Χ τότε τρεισ ομάδεσ ςυγκεντρϊνουν 6 βακμοφσ  

      και μια από αυτζσ δεν προκρίνεται. Μζνει να αποδείξουμε ότι μια  

      ομάδα που ςυγκεντρϊνει περιςςότερουσ από 7 βακμοφσ    

      προκρίνεται. Πράγματι αν θ ομάδα Α πάρει τουλάχιςτον 7 βακμοφσ 

      πρζπει να ζχει κερδίςει τουλάχιςτον 2 παιχνίδια. Οι ομάδεσ που  

      ζχαςαν κα ζχουν το πολφ 6 βακμοφσ, άρα θ Α προκρίνεται.   

Γ΄ Γυμνασίου 

Ο Μακθματικόσ κοσ Γιϊργοσ όταν ρωτικθκε πόςων χρονϊν είναι απάντθςε: «Η  θλικία μου είναι 

διψιφιοσ αρικμόσ, είμαι μεγαλφτεροσ από τθν γυναίκα μου και αν εναλλάξετε τθν κζςθ των ψθφίων τθσ 

θλικίασ μου τότε κα βρείτε τθν θλικία τθσ γυναίκασ μου. Επιπλζον, θ διαφορά των τετραγϊνων των 

θλικιϊν μασ είναι τετράγωνο ακζραιου αρικμοφ». Ποιεσ είναι θ θλικίεσ του κου Γιϊργου και τθσ γυναίκασ 

του; 

Προτεινόμενη Λύση: 

Έςτω  xy=10x+y  θ θλικία του Μακθματικοφ και άρα θ θλικία τθσ γυναίκασ του είναι: yx=10y+x με x>y. 
Από τθν υπόκεςθ του προβλιματοσ ζχουμε: 

   
2 2 210 10x y y x k     , k . 

Κάνοντασ  τισ πράξεισ κα πάρουμε: 

    2 2 2 299 99x y k x y x y k       

Επειδι  
299 3 11  , κα πρζπει     11x y x y    , άρα ζχουμε: 

 

1

11

x y

x y

 


 
 

 

 Λφνοντασ το  ςφςτθμα παίρνουμε  6x   και 5y  . 

Επομζνωσ θ θλικία του κ. Γιϊργου είναι 65 ετϊν και θ γυναίκα του είναι 56 ετϊν. 
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  ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

 

Σηηο ζεκεηώζεηο ελόο δαζθάινπ ήηαλ γξακκέλν όηη αγόξαζε 72 θαλέιεο γηα ηνπο άπνξνπο καζεηέο ηνπ 

ζρνιείνπ θαη πιήξσζε ζπλνιηθά  € _67,9_  όπνπ ην πξώην θαη ην ηειεπηαίν ςεθίν ηνπ πνζνύ είλαη 

δπζαλάγλσζηα θαη γηα ην ιόγν απηό αληηθαζίζηαληαη κε ηηο παύιεο ( _ ).  

Να βξείηε ηα δπν δπζαλάγλσζηα ςεθία θαη ηελ ηηκή ηεο θάζε θαλέιαο.                     

        

 

    Προτεινόμενη λύση. 

 

Τν πνζό είλαη  _679_  ζέληο , πξέπεη λα δηαηξείηαη κε ηo      Έηζη ην ηειεπηαίν ςεθίν  

κπνξεί λα είλαη 0 ή 2 ή 4 ή 6 ή 8 θαη επεηδή πξέπεη λα δηαηξείηαη κε ην 4, ην ηειεπηαίν ςεθίν είλαη 2 ή 6. 

Αλ ην ηειεπηαίν είλαη ην 6, ηόηε ην άζξνηζκα ησλ ςεθίσλ πξέπεη λα δηαηξείηαη κε ην 9 θαη ην πξώην ςεθίν 

πξέπεη λα είλαη ην 8, ιάζνο γηαηί ν 86796 δελ δηαηξείηαη κε ην 72. 

Άξα ην ηειεπηαίν ςεθίν είλαη ην 2 θαη ην πξώην πξέπεη λα είλαη ην 3 ε ηηκή δε  ηεο θάζε θαλέιαο είλαη  

€ 5,11 
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 ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

                

Σηνλ παξαθάησ 5Χ5 πίλαθα ηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα αληηζηνηρνύλ ζε δηαθνξεηηθνύο θπζηθνύο αξηζκνύο. Σην 

δεμηό θαη ζην θάησ κέξνο ηνπ πίλαθα νη αξηζκνί αληηζηνηρνύλ ζην άζξνηζκα  ησλ αξηζκώλ ηεο θάζε γξακκήο 

θαη ηεο θάζε ζηήιεο αληίζηνηρα. Να βξείηε ηνλ αξηζκό πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε γεσκεηξηθό ζρήκα.  

     

39 

     

42 

     

43 

     

43 

     

40 

42    37    47    44 37  

  Προτεινόμενη λύση. 

Έζησ   

             =χ  ,         = y,            =ω,  =υ  και    =z 

 
Τόηε από ηα δεδνκέλα ηνπ πίλαθα έρνπκε ηηο εμηζώζεηο: 

  (1)                                    (7) 

  (2)          (8) 

  (3)       (9) 

 (4)  (10) 

    (5) 

 (6) 

 

Αθαηξώληαο ηελ (2) από ηελ (3) παίξλνπκε ηελ εμίζσζε:   (A) 

Αθαηξώληαο ηελ (4) από ηελ (5) έρνπκε :    (B) 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ (Α) ζηελ (Β) παίξλνπκε:  (Γ). 

Από ηηο εμηζώζεηο (5) θαη (6) έρνπκε: 

 

 
 Άξα   (Γ) 

Από ηελ (8) θαη ηελ (Γ) παίξλνπκε:  (E) 

H (Δ) θαη ε (Γ) καο δίλεη   χ=8 θαη άξα y=10   θαη εύθνια έρνπκε ζηελ ζπλέρεηα όηη: 

υ=7,    z=9  και  ω=3. Οη ηηκέο απηέο επαιεζεύνπλ ηα δεδνκέλα ηνπ πίλαθα. 
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 ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

                

Γίλεηαη έλαο ηεηξαςήθηνο ζεηηθόο αθέξαηνο αξηζκόο, έζησ , θαη ζρεκαηίδνπκε ηελ δηαθνξά 

 
Να βξείηε: 
(α) ποια είναι η μεγαλφτερη δυνατή τιμή που μπορεί να πάρει το Α. 
(β) ποια είναι η μικρότερη  δυνατή τιμή που μπορεί να πάρει το Α. 

 

 Προτεινόμενη λύση. 

 
Έςτω  ,   με  . 

. 
(α) Η  παράςταςη γίνεται μζγιςτη, όταν κάθε όροσ τησ πάρει τη μζγιςτη δυνατή τιμή και αυτό    
       γίνεται όταν .  Άρα  
(β)  Η  παράςταςη γίνεται ελάχιςτη, όταν κάθε όροσ τησ πάρει την ελάχιςτη  δυνατή τιμή και αυτό     

       Γίλεηαη  όηαλ .  Άξα . 
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  ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Έλαο γεσξγόο έρεη αγνξάζεη δελδξύιιηα ειηάο ηα νπνία ζα θπηέςεη ζε έλα ρσξάθη ηνπ ζε ζεηξέο θαη 

 ζέιεη λα θπηέςεη 8 ή 7 ζε θάζε ζεηξά. Παξαηεξεί όηη, αλ θπηέςεη 8 δελδξύιιηα ζε θάζε ζεηξά ζα ηνπ 

κείλνπλ 4 ζέζεηο θελέο ζε κηα ζεηξά, ελώ αλ θπηέςεη 7 δελδξύιιηα ζε θάζε ζεηξά ζα ηνπ κείλνπλ 2 

δελδξύιιηα αθύηεπηα. Να βξείηε ηνλ ειάρηζην αξηζκό δελδξπιιίσλ πνπ έρεη αγνξάζεη ν γεσξγόο θαη ζε 

πόζεο ζεηξέο ζα ηα θπηέςεη όια.         

Προτεινόμενη λύση 1. 

Τα ζεηηθά πνιιαπιάζηα ηνπ 8 απμεκέλα ζηαζεξά θαηά 4 είλαη: 

         

         

         

         

         

         

  
Τα ζεηηθά πνιιαπιάζηα ηνπ 7 απμεκέλα ζηαζεξά θαηά 2 είλαη: 

        

         

         

         

         

         

  
Άξα ν ειάρηζηνο αξηζκόο δελδξπιιίσλ πνπ αγόξαζε ν γεσξγόο είλαη 44 θαη ηα θύηεςε ζε 6 ζεηξέο. 

                        

                   . 

  

Προτεινόμενη λύση 2. 

Αλ   ην πιήζνο ησλ δέληξσλ πνπ αγόξαζε ν γεσξγόο ηόηε έρνπκε ην εμήο ζύζηεκα: 

                     
                                  

Από ηελ     έρνπκε                , θαη αληηθαζηζηώληαο  ζηελ     ζα πάξνπκε  

              Όκσο                              
Άξα από ηηο δπν ηειεπηαίεο ηζνηηκίεο παίξλνπκε                   θαη επεηδή           

ζα πάξνπκε                     ,  επνκέλσο  ε     καο δίλεη  

                   

Άξα ε ειάρηζηε ζεηηθή ιύζε ηεο ηειεπηαίαο εμίζσζεο είλαη       δελδξύιιηα θαη ηα θύηεςε ζε 6 ζεηξέο. 

                       

                   . 
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 ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Τν εκεξήζην γεύκα ελόο εζηηαηνξίνπ απνηειείηαη από 4 είδε: δπκαξηθό, θξέαο, ρόξηα-όζπξηα  θαη επηδόξπην. 

Κάζε είδνο επηιέγεηαη από ηελ αληίζηνηρε ζηήιε ηνπ παξαθάησ πίλαθα. 

Τν πξώην γεύκα πξνζθέξζεθε ηελ 1
ε
 Ιαλνπαξίνπ 2010 θαη ήηαλ:   

ζπαγγέηη, ρνηξηλό, θαζόιηα θαη θξνπηνζαιάηα. 

Τν γεύκα θάζε επόκελεο εκέξαο θαηαξηίδεηαη, παίξλνληαο ην επόκελν ζπζηαηηθό θάζε ζηήιεο θαη  όηαλ ηα 

ζπζηαηηθά κηαο ζηήιεο εμαληιεζνύλ, επαλεξρόκαζηε ζηελ αξρή ηεο ζηήιεο. 

 Έηζη π.ρ ην γεύκα ηεο 2
εο

 Ιαλνπαξίνπ 2010 ήηαλ : ηαιηαηέιεο, αξλί, θνπλνππίδη θαη κειόπηηα. 

i) Πνηνο είλαη ν ειάρηζηνο αξηζκόο εκεξώλ πνπ  ζα πεξάζνπλ πξνηνύ έλα γεύκα επαλαιεθζεί αθξηβώο 

ην ίδην (μεθηλώληαο από 1
ε
 Ιαλνπαξίνπ 2010); 

ii) Πνην είλαη ην ζεκεξηλό γεύκα (29 Ιαλνπαξίνπ 2010); 

iii) Πνην ζα είλαη ην γεύκα ησλ Χξηζηνπγέλλσλ 2010 (25 Γεθεκβξίνπ 2010); 

 

Επκαξηθό Κξέαο Χόξηα-Όζπξηα Δπηδόξπην 

Σπαγγέηη Χνηξηλό Φαζόιηα Φξνπηνζαιάηα 

Ταιηαηέιεο Αξλί Κνπλνππίδη Μειόπηηα 

Καλειόληα Κνηόπνπιν Μπξόθνιν Παγσηό 

Κξέπεο Γαινπνύια Μπηδέιηα  

 Βνδηλό Νηνκάηα  

  Μαξνύιη  

  Καξόηα  

 

      Προτεινόμενη λύση. 

 

i) Τν  ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην ηνπ αξηζκνύ ησλ θαγεηώλ ηεο θάζε θαηεγνξίαο είλαη 

                            

Άξα ζα πεξάζνπλ      κέξεο πξνηνύ έλα γεύκα επαλαιεθζεί αθξηβώο ην ίδην.   

Γειαδή ηελ 421
ε
 κέξα ην γεύκα ζα είλαη απηό ηεο  1

εο
 Ιαλνπαξίνπ 2010. 

 

ii) Δπεηδή                             

Τν γεύκα ηεο 29
εο

  Ιαλνπαξίνπ είλαη: 

παγγέηι, Γαλοπούλα, Φαζόλια, Μηλόπιηα. 

iii) Τα Χξηζηνύγελλα είλαη ε 359
ε
 κέξα γηα ην έηνο 2010 άξα ζα έρνπκε: 

                                  

       Τν γεύκα ηεο 25
εο

  Γεθεκβξίνπ είλαη: 

       Κανελόνια, Γαλοπούλα, Κουνουπίδι, Μηλόπιηα. 

 

 

 

 

 



  

ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ  ΚΤΣΑΛΟΓΡΟΜΙΑ  2010 

ΓΙΑ ΣΟ ΓΤΜΝΑΙΟ 

Παπαζκευή 29 Ιανουαπίου 2010 – ΛΔΜΔΟ  

Σάξη: Γ΄ Γυμναζίου 

 

 
 ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

     Σην παξαθάησ ζρήκα ην νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ παξηζηάλεη έλα ζπίηη κε δηαζηάζεηο 24m 

θαη 7m ην νπνίν πεξηθιείεηαη από θήπν πνπ δεκηνπξγήζεθε από ηνλ αξρηηέθηνλα ηνπ ζπηηηνύ σο εμήο: 

α) Από ην εκηθύθιην δηακέηξνπ AB=24m. 

β) Από ην εκηθύθιην δηακέηξνπ ΑΓ=7m θαη 

γ) Από ηα δύν θπθιηθά ηκήκαηα πνπ δεκηνπξγήζεθαλ από ην εκηθύθιην κε δηάκεηξν ηελ δηαγώλην ΒΓ ηνπ 

    νξζνγσλίνπ. 

Ο ηδηνθηήηεο ζέιεη λα πεξηθξάμεη ην ζπίηη ηνπ κε πεξίθξαμε πνπ ζα εθάπηεηαη ζηα εκηθύθιηα θαη ζα είλαη ηα 

ηκήκαηά ηεο παξάιιεια κε ηηο πιεπξέο ηνπ νξζνγσλίνπ όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα. Σηελ ζπλέρεηα ν 

αξρηηέθηνλαο πξνηείλεη ζηνλ ηδηνθηήηε λα ζρεκαηίζεη ην ηξίγσλν ΔΒΓ θαη λα πιαθνζηξώζεη ην κέξνο ηνπ 

ηξηγώλνπ πνπ βξίζθεηαη έμσ από ην ΑΒΓΓ. Να ππνινγίζεηε: 

Α. Πόζα κέηξα πεξίθξαμεο ζα ρξεηαζηεί ν ηδηνθηήηεο θαη 

Β. Πνην είλαη ην εκβαδόλ ηνπ κέξνπο ηνπ ηξηγώλνπ ΔΒΓ πνπ ζα πιαθνζηξσζεί. 

                
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   

 Προτεινόμενη λύση. 

Α. Από ην  Ππζαγόξεην ζεώξεκα ζην ηξίγσλν  

     ΑΓΒ ζα έρνπκε:                     

                   . 

     Άξα                     
                                    

                                  

   Από ηηο δύν ηειεπηαίεο ηζόηεηεο πξνθύπηεη όηη ε  

   πεξίκεηξνο  ηεο πεξίθξαμεο είλαη: 

                                      . 

 

Β. Φέξνπκε από ην ζεκείν                 , άξα ην 

          είλαη νξζνγώλην. 

     Τν εκβαδόλ ηνπ κέξνπο ηνπ ηξηγώλνπ ΔΒΓ πνπ ζα πιαθνζηξσζεί είλαη: 

                                    

         
 

 
        

 

 
               

                               

   

 



  

ΚΤΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ  ΕΣΑΙΡΕΙΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΣΚΥΤΑΛΟΓΡΟΜΙΑ  2011 

ΓΙΑ ΤΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 

Τπίτη 1 Φεβπουαπίου 2011 – ΛΔΜΔΣΟΣ 

Τάξη: Α΄ Γυμνασίου 

 

 

 

 
 

 

               

         

              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

 

Να αιιάμεηε ηε ζεηξά ηνπνζέηεζεο ηωλ αξηζκώλ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 

έηζη ώζηε δύν νπνηνηδήπνηε δηπιαλνί αξηζκνί λα έρνπλ άζξνηζκα ηέιεην ηεηξάγωλν.   

  

              ΛΤΗ                                         
 

 

                                              8, 1, 15, 10, 6, 3, 13, 12, 4, 5, 11, 14, 2, 7, 9, 16 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ώξα  

παξάδνζεο 

Ώξα  

έλαξμεο         10:15 
Ώξα  

ιήμεο       10:30 

 

ΥΟΛΕΙΟ………………………………………………………………….. 



 

  

ΚΤΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ  ΕΣΑΙΡΕΙΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΣΚΥΤΑΛΟΓΡΟΜΙΑ  2010 

ΓΙΑ ΤΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 

Τπίτη 1 Φεβπουαπίου 2011 – ΛΔΜΔΣΟΣ  

Τάξη: Β΄ Γυμνασίου 

 

 

 

 

 

 

 

 
              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Σην δηπιαλό  ζρήκα, ην νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ 

ρωξίδεηαη ζε ελλέα πην κηθξά νξζνγώληα παξαιιειόγξακκα.  

Ο αξηζκόο πνπ βξίζθεηαη κέζα ζε θάζε νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν δειώλεη ην εκβαδόλ ηνπ. 

Να βξείηε: (α) ηνλ αξηζκό R. 

     (β) ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγωλίνπ  

           παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ.  

    

 

 

 

  ΛΤΗ 

 

(α) Δίλαη  
1 5

, ,
2 10 3

x y R z

y z x
   . Άξα  

5
1 12

60

R
R   . 

 

(β)     
3 1

6
2

T
T
    

 

         
3

6
10 5

Q
Q    

 

          
1 3 5

5 3
S

S
    θαη άξα  

 

 

           
5 2 140

21 12 6 6 46
3 3 3

          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ώξα  

παξάδνζεο 

Ώξα  

έλαξμεο          
Ώξα  

ιήμεο        11:00 

 

ΥΟΛΕΙΟ………………………………………………………………….. 



 

 

  

ΚΤΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ  ΕΣΑΙΡΕΙΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΣΚΥΤΑΛΟΓΡΟΜΙΑ  2011 

ΓΙΑ ΤΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 

Τπίτη 1 Φεβπουαπίου 2011 – ΛΔΜΔΣΟΣ  

Τάξη: Γ΄ Γυμνασίου 

 

 

 

 

 

 

   
              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

 

(α) Σήκεξα, 1
ε
 Φεβξνπαξίνπ 2011 είλαη κέξα Τξίηε. Τη κέξα ζα είλαη ε 2

ε
 Μαξηίνπ 2012; 

      (πξνζέμηε πωο ην έηνο 2012 είλαη δίζεθην!) 

(β) Γηα ην έηνο  Ν  ε 300
ε
  κέξα ηνπ ήηαλ Τξίηε.  

      Γηα ην έηνο  Ν+1  ε 200
ε
  κέξα ηνπ ήηαλ επίζεο Τξίηε. 

      Να βξείηε ην όλνκα ηεο κέξαο ηεο εβδνκάδαο, πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 100
ε
 κέξα ηνπ έηνπο  Ν-1.  

 

              ΛΤΗ 

 

(α) 1
ε
 Φεβξνπαξίνπ 2011– 31

ε
 Ιαλνπαξίνπ 2012     :364 κέξεο (δελ ζπκπεξηιακβάλεηαη ε 1

ε
 Φεβξνπαξίνπ) 

      1
ε
 Φεβξνπαξίνπ 2012 – 29

ε
 Φεβξνπαξίνπ 2012:  29 κέξεο 

      1
ε
 Μαξηίνπ 2012 – 2

ε
 Μαξηίνπ 2012                  :   2 κέξεο    

                                                                       Σύλνιν:395 κέξεο. 

      Όκωο, 395 56 7 3   , πνπ ζεκαίλεη όηη ε 2
ε
 Μαξηίνπ 2012 ζα είλαη 56 εβδνκάδεο θαη 3 εκέξεο  κεηά    

      ηελ Τξίηε 1
ε
 Φεβξνπαξίνπ 2011, δειαδή Παξαζθεπή.  

 

(β)  Σπκβνιίδνπκε κε: Α ηελ εκέξα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 300
ε
 κέξα ηνπ έηνπο Ν  

                                    Β  ηελ εκέξα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 200
ε
 κέξα ηνπ έηνπο Ν+1 

                                    Γ  ηελ εκέξα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 100
ε
 κέξα ηνπ έηνπο Ν-1 

 

       Αλ ην έηνο Ν δεν είναι δίζεκηο, ε κέξα Β είλαη  365 300 200 265   κέξεο κεηά από ηε κέξα Α. 

       Αιιά 265 37 7 6   . Άξα ε κέξα Β βξίζθεηαη 37 εβδνκάδεο θαη 6 κέξεο κεηά ηελ κέξα Α, δειαδή ζα    

       έπξεπε λα είλαη Γεπηέξα, πνπ είλαη άηνπν.   

 

       Δπνκέλωο ην έηνο Ν είλαη δίζεθην, άξα ην Ν-1δελ είλαη δίζεθην. Με απηό ην δεδνκέλν, ε κέξα Α  

       βξίζθεηαη  365 100 300 565   κέξεο κεηά από ηε κέξα Γ. Αιιά 565 80 7 5   , δειαδή ε κέξα Α    

       βξίζθεηαη 80 εβδνκάδεο θαη 5 κέξεο κεηά ηε κέξα Γ θαη έηζη ε κέξα Γ είλαη Πέκπηε.     

 

    

 

Ώξα  

παξάδνζεο 

Ώξα  

έλαξμεο          
Ώξα  

ιήμεο      11:45 

 

ΥΟΛΕΙΟ………………………………………………………………….. 



  

ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΣΚΥΤΑΛΟΔΡΟΜΙΑ  2012 

ΓΙΑ ΤΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 

Τρίτη 31 Ιανουαρίου 2012 – ΛΕΥΚΩΣΙΑ  

Τάξη: Α΄ Γυμνασίου 

 

 

 

 
 

 

               

         

              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Να βρείτε όλους τους διψήφιους θετικούς ακεραίους αριθμούς, που έχουν την ιδιότητα: «αν από τον 

διψήφιο αριθμό αφαιρέσουμε το γινόμενο των ψηφίων του, βρίσκουμε αποτέλεσμα 16». 

(Να δικαιολογήσετε και να επεξηγήσετε πλήρως την απάντηση σας). 

 

              Προτεινόμενη  λύση: 

 

Έστω  ότι ο αριθμός μας είναι: 

  ̅̅ ̅        
Τότε από την δεδομένη ιδιότητα έχουμε: 

                    (   )      (   )   (   )   

 (    )(   )        
 

    
 

Από την τελευταία εξίσωση έχουμε τις περιπτώσεις : 

                        

                        

                        

                        
Επομένως οι μόνοι διψήφιοι θετικοί ακέραιοι με την δεδομένη ιδιότητα είναι οι 

             
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ώρα  

παράδοσης 

Ώρα  

έναρξης         10:15 
Ώρα  

λήξης       10:30 

 

ΣΧΟΛΕΙΟ………………………………………………………………….. 



 

  

ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΣΚΥΤΑΛΟΔΡΟΜΙΑ  2012 

ΓΙΑ ΤΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 

Τρίτη 31 Ιανουαρίου 2012 – ΛΕΥΚΩΣΙΑ  

Τάξη: Β΄ Γυμνασίου 

 

 

 

 

 

 

 

 
              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Σε ένα τερματικό σταθμό φυσικού αερίου μια δεξαμενή μπορεί να γεμίσει με υγροποιημένο φυσικό 

αέριο σε 12 μέρες , αν δέχεται αέριο από δύο παροχές Α και Β. 

Όταν η δεξαμενή είναι τελείως άδεια, ο διαχειριστής ανοίγει και τις δύο παροχές για 2 μέρες. Στην 

συνέχεια η παροχή Α σταματά και η τροφοδότηση γίνεται μόνο από την παροχή Β, μέχρι να γεμίσει 

πλήρως η δεξαμενή. Αν ξέρουμε ότι η δυναμικότητα της παροχής Β είναι τα 
 

 
 της δυναμικότητας 

της παροχής Α, να βρείτε σε πόσες μέρες συνολικά θα γεμίσει η δεξαμενή.  

(Να δικαιολογήσετε και να επεξηγήσετε πλήρως την απάντηση σας). 

 

              Προτεινόμενη  λύση: 

 

Η συνολική δυναμικότητα των δύο παροχών  είναι: 

    
 

 
 
 

 
 
 

 
 

Αν είχαμε παροχή αερίου και από τις δύο παροχές θα γέμιζε η δεξαμενή σε 12 μέρες, δηλαδή για 

κάθε μέρα οι     θα γέμιζαν το 
 

  
 της δεξαμενής. 

Άρα για 2 μέρες που παρέχουν αέριο και οι δύο παροχές, θα γεμίσουν το 
 

 
 της δεξαμενής. 

Επομένως έχουμε 

Μέρες Δυναμικότητα παροχής 

           10  

 
 

              

 
 

 

Τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα και άρα παίρνουμε: 

  

 
 

 
 
 
 

 
  

 
 
 

 
            

 

Δηλαδή  η δεξαμενή θα γεμίσει σε 25+2=27 μέρες  συνολικά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ώρα  

παράδοσης 

Ώρα  

έναρξης          
Ώρα  

λήξης        11:00 

 

ΣΧΟΛΕΙΟ………………………………………………………………….. 



 

  

ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΣΚΥΤΑΛΟΔΡΟΜΙΑ  2012 

ΓΙΑ ΤΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 

Τρίτη 31 Ιανουαρίου 2012 – ΛΕΥΚΩΣΙΑ  

Τάξη: Γ΄ Γυμνασίου 

 

 

 

 

 

 

   
              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Δέκα τενίστες συμμετέχουν σε ένα τουρνουά τένις , όπου ο κάθε τενίστας αγωνίζεται μια φορά με 

κάθε ένα από τους υπόλοιπους τενίστες . Ο τενίστας   κερδίζει    φορές και χάνει     φορές με 

              (Κανένας αγώνας τένις δεν λήγει ισόπαλος). 

Να αποδείξετε ότι: 

  
    

       
    

    
       

  

 

(Να δικαιολογήσετε και να επεξηγήσετε πλήρως την απάντηση σας). 

 

              Προτεινόμενη  λύση: 

 

Ισχύει από τα δεδομένα του προβλήματος  

                        
Και αφού ο αριθμός των κερδισμένων παιχνιδιών από όλους τους τενίστες ισούται με τον αριθμό 

των χαμένων παιχνιδιών θα έχουμε 

                        
 

Αρά η δεδομένη προς απόδειξη σχέση γράφεται: 

  
    

    
    

       
     

  (     )(     )    (       )(       )  
 [(           )  (           )]   . 

 

 

 

    

 

Ώρα  

παράδοσης 

Ώρα  

έναρξης          
Ώρα  

λήξης      11:45 

 

ΣΧΟΛΕΙΟ………………………………………………………………….. 



  

ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΣΚΥΤΑΛΟΔΡΟΜΙΑ  2013 

ΓΙΑ ΤΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 

Πέμπτη 31 Ιανουαρίου 2013 – ΛΕΥΚΩΣΙΑ  

Τάξη: Α΄ Γυμνασίου 

 

 

 

 
 

 

               

         

              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Δίνεται ένα ορθογώνιο. Μια «τετραγωνική αποκοπή» θα ονομάζεται η αποκοπή από το ορθογώνιο, 

ενός τετραγώνου με πλευρά την μικρότερη πλευρά του ορθογωνίου. Για παράδειγμα αν έχουμε ένα 

ορθογώνιο     μια «τετραγωνική αποκοπή» είναι ένα τετράγωνο    .( Δείτε το σχήμα 

παρακάτω.) 

 

    

 

 

 

 

 

Σας δίνεται ένα ορθογώνιο με διαστάσεις          Αρχίζετε να σχηματίζετε «τετραγωνικές 

αποκοπές» με πρώτη ένα τετράγωνο      , δεύτερη «τετραγωνική αποκοπή» το επόμενο 

τετράγωνο με πλευρά τη μικρότερη διάσταση του ορθογωνίου που απόμεινε από την πρώτη 

αποκοπή, τρίτη «τετραγωνική αποκοπή» το άλλο τετράγωνο με πλευρά την μικρότερη διάσταση 

του νέου ορθογωνίου που απόμεινε και ούτω καθεξής μέχρι που το τελευταίο ορθογώνιο που 

απομένει να είναι τετράγωνο και θα είναι η τελευταία «τετραγωνική αποκοπή». Να υπολογίσετε το 

πλήθος των  «τετραγωνικών αποκοπών»  που προκύπτουν από αυτή την διαδικασία.   

            

              Προτεινόμενη  λύση: 

 

Χρησιμοποιώντας την Ευκλείδεια διαίρεση έχουμε διαδοχικά: 

              

          

         

        

      
Άρα ο συνολικός αριθμός των  «τετραγωνικών αποκοπών»  που προκύπτουν από αυτή την 

διαδικασία είναι: 

               
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ώρα  

παράδοσης 

Ώρα  

έναρξης         10:15 
Ώρα  

λήξης       10:30 

 

ΣΧΟΛΕΙΟ………………………………………………………………….. 
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              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

(α) Ο Γιώργος αγόρασε στις 2 Ιανουαρίου 2013 ένα ipad πληρώνοντας μαζί με το ΦΠΑ που ήταν  

    συνολικά        Να βρείτε πόσο θα πληρώσει ο Κώστας για το ίδιο ipad αν το αγοράσει 

στις 2 Φεβρουαρίου που το ΦΠΑ θα είναι    . 

(β) Ένας χρυσοχόος κατασκευάζει δαχτυλίδια που το καθένα έχει μάζα      χρυσού. Κατά την 

      κατασκευή του δαχτυλιδιού επιτρέπεται η μάζα του χρυσού να είναι περισσότερη ή λιγότερη από   

           κατά ένα ποσοστό που δεν ξεπερνά το   . Ο χρυσοχόος έχει κατασκευάσει  

      δαχτυλίδια αυτού του τύπου που έχουν συνολική μάζα χρυσού          Να βρείτε την διαφορά 

      μεταξύ του μέγιστου δυνατού και του ελάχιστου δυνατού αριθμού αυτών των δαχτυλιδιών που  

      θα δώσουν την συνολική μάζα των         χρυσού. 

              Προτεινόμενη  λύση: 

(α) Ο Κώστας θα πληρώσει:  
   

   
            

Ή  διαφορετικά  

 Το κόστος του ipad είναι:  
   

   
           

Επομένως ο Κώστας θα πληρώσει 
       

   
        

(β) Μέγιστη μάζα ενός δακτυλιδιού είναι:    
 

   
      

Αν όλα τα δακτυλίδια είχαν την μέγιστη μάζα τότε το πλήθος των δακτυλιδιών θα ήταν περίπου 

                  
Ο αριθμός αυτός πρέπει να είναι ακέραιος και αφού δεν είναι δυνατόν να έχουμε δακτυλίδια με 

μεγαλύτερη μάζα από      θα πρέπει κάποια από τα δακτυλίδια να έχουν μάζα πιο κάτω από  

αυτήν και κατά συνέπεια ο ελάχιστος αριθμός δακτυλιδιών που θα μπορούν να προκύψουν  

είναι      
 Ελάχιστη μάζα ενός δακτυλιδιού είναι: 

    
 

   
      

Αν όλα τα δακτυλίδια είχαν την ελάχιστη μάζα τότε το πλήθος των δακτυλιδιών θα ήταν περίπου 

                  
Ο αριθμός αυτός πρέπει να είναι ακέραιος και αφού δεν είναι δυνατόν να έχουμε δακτυλίδια με 

μικρότερη μάζα από      θα πρέπει κάποια από τα δακτυλίδια να έχουν μάζα πιο πάνω από  

αυτήν και κατά συνέπεια ο μέγιστος αριθμός δακτυλιδιών που θα μπορούν να προκύψουν   

είναι       

Κατά συνέπεια το ζητούμενο είναι:          . 

Ώρα  

παράδοσης 

Ώρα  

έναρξης          
Ώρα  

λήξης        11:00 

 

ΣΧΟΛΕΙΟ………………………………………………………………….. 
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              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

(α) Στο εσωτερικό ενός τετραγώνου με πλευρά      τοποθετούνται   κύκλοι με ακτίνα     ο  

      καθένας τέτοιοι ώστε να εφάπτονται μεταξύ τους και με τις πλευρές του τετραγώνου. Να βρείτε 

      το εμβαδόν του μέρους του τετραγώνου που δεν καλύπτεται από τους κύκλους (μπορείτε να 

      βρείτε την απάντησή σας και συναρτήσει του   )  
 

(β) Ένα ισόπλευρο τρίγωνο έχει πλευρά     . Σας δίνονται σε απεριόριστο αριθμό ίσοι κύκλοι με 

      ακτίνα     που μπορούν να τοποθετηθούν μέσα στο τρίγωνο. Οι κύκλοι μπορεί να             

      επικαλύπτουν ο ένας τον άλλο αλλά πρέπει να παραμένουν ολόκληροι μέσα στο τρίγωνο (ή στην  

      πιο ακραία περίπτωση να είναι εφαπτόμενοι των πλευρών του και να είναι μέσα στο τρίγωνο). 

      Να βρείτε το μέγιστο εμβαδόν που μπορεί να καλυφθεί από τους κύκλους αυτούς. 

 

              Προτεινόμενη  λύση: 

(α) Έστω   το εμβαδόν του τετραγώνου που δεν καλύπτεται από τους 

κύκλους. Τότε έχουμε: 

                      
 

(β) Το μέρος του τριγώνου που δεν μπορεί να καλυφθεί με τους 

κύκλους είναι οι τρεις «γωνίες» όπως φαίνεται στο σχήμα  

Άρα αν ονομάσουμε    το εμβαδόν «γωνίας» που δεν καλύπτεται, 

για το εμβαδόν της έχουμε: 

     
 

 
√    

 

 
       

Επομένως το μέγιστο εμβαδόν του τριγώνου που μπορεί να καλυφθεί 

είναι: 

      
  √ 

 
  (√  

 

 
)  

  √    

 
       

 

 

 

  

Ώρα  

παράδοσης 

Ώρα  

έναρξης          
Ώρα  

λήξης      11:45 

 

ΣΧΟΛΕΙΟ………………………………………………………………….. 
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              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Ο αρχιμάγειρας ενός εστιατορίου έχει δύο βοηθούς μαγείρους τον Κώστα 

και τον Γιώργο. Επειδή μέσα στην κουζίνα του εστιατορίου δεν υπάρχουν 

ρολόγια για να μετρούν τον χρόνο που  χρειάζεται για το βράσιμο 

διάφορων φαγητών, ο αρχιμάγειρας δίνει στους βοηθούς του από δύο 

κλεψύδρες στον καθένα που  η μία μετρά, μέχρι να αδειάσει τελείως, 

χρόνο 9 min και η άλλη χρόνο 13 min και τους θέτει το εξής πρόβλημα: 

«Θέλω, χρησιμοποιώντας τις δύο κλεψύδρες σας ο καθένας,  να μετρήσετε 

ακριβώς τον χρόνο που πρέπει να βράσουν δύο διαφορετικά φαγητά για να είναι επιτυχημένα στην 

γεύση τους. Ο Κώστας θα πρέπει να βράσει το φαγητό Α για ακριβώς 35 𝑚𝑖𝑛 και ο Γιώργος το φαγητό 

Β για ακριβώς 17 𝑚𝑖𝑛.  Το βράσιμο των φαγητών είναι δυνατόν να ξεκινήσει οποιαδήποτε στιγμή 

θέλετε και δεν πρέπει να διακοπεί  μέχρι να τελειώσει ο απαιτούμενος χρόνος ». 

Να γράψετε αναλυτικά  την διαδικασία που πρέπει να ακολουθήσουν ο Κώστας και ο Γιώργος, 

χρησιμοποιώντας τις δύο κλεψύδρες τους, για να λύσουν το πρόβλημα που τους έθεσε ο αρχιμάγειρας. 

          Σημείωση: Ο καθένας  δικαιούται να χρησιμοποιήσει μόνο τις δικές του κλεψύδρες και δεν 

 δικαιούνται να κάμουν ανταλλαγές δίνοντας ο ένας στον άλλο.   

ΛΥΣΗ   
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ   

 

Κώστας: Για να μετρήσει τον χρόνο των 35 𝑚𝑖𝑛 για το φαγητό Α, θα κάνει τα εξής όταν ξεκινήσει 

               το βράσιμο : 

 Γυρίζει την κλεψύδρα των 13 min μέχρι να αδειάσει πλήρως και αμέσως την 

ξαναγυρίζει μέχρι να αδειάσει ξανά πλήρως και μέχρι τώρα επομένως έχει μετρήσει 

χρόνο 13 + 13 = 26 min . 
 Στην συνέχεια γυρίζει την κλεψύδρα των 9 𝑚𝑖𝑛 μέχρι να αδειάσει τελείως και έχει 

έτσι μετρήσει συνολικό χρόνο 26 + 9 = 35 𝑚𝑖𝑛  
Γιώργος: Για να μετρήσει τον χρόνο των 17 𝑚𝑖𝑛 για το φαγητό B θα πρέπει να  μην ξεκινήσει το 

                βράσιμο του φαγητού αμέσως αλλά αφού πρώτα δημιουργήσει χρόνο 4 𝑚𝑖𝑛. Θα κάνει τα  

                            εξής βήματα: 

 Γυρίζει τις κλεψύδρες ταυτόχρονα και μόλις αδειάσει τελείως εκείνη των  9 𝑚𝑖𝑛, η 

κλεψύδρα των 13 min έχει ακόμη χρόνο 4𝑚𝑖𝑛 . 
 Ξεκινούμε εκείνη την στιγμή το βράσιμο του φαγητού. 

 Μόλις τελειώσουν τα 4 𝑚𝑖𝑛 την γυρίζουμε ξανά μέχρι να αδειάσει πάλι τελείως. Άρα 

έχουμε μετρήσει χρόνο βρασίματος ακριβώς 4 + 13 = 17 𝑚𝑖𝑛. 
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   ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Στο διπλανό σχήμα φαίνεται ένα τετράγωνο διαστάσεων  7 × 7 

που μέσα στα μοναδιαία του μικρά 1 × 1  τετράγωνα είναι 

σημειωμένοι οι αριθμοί από το 1  έως 49  με αύξουσα σειρά. 

Ονομάζουμε ένα τετράγωνο του μεγάλου τετραγώνου περιττό, αν 

το άθροισμα των αριθμών που βρίσκονται μέσα σε αυτό είναι 

περιττός αριθμός.  

Παραδείγματα: 

α) Το αρχικό μεγάλο τετράγωνο είναι  περιττό γιατί το άθροισμα  

     όλων των αριθμών από το 1 έως  και το  49 είναι 1225 . 

     

   

                                                                                                                                                         

β) Το διπλανό  3 × 3 τετράγωνο είναι   περιττό γιατί 

     1 + 2 + 3 + 8 + 9 + 10 + 15 + 16 + 17 = 81                 
     που είναι περιττός αριθμός.  

 

 Να υπολογίσετε το πλήθος  όλων των  περιττών  τετραγώνων που υπάρχουν στο αρχικό σχήμα.  

            ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ  

Παρατηρούμε τα ακόλουθα: 

(α) Το άθροισμα περιττού πλήθους περιττών είναι περιττός και το άθροισμα  αρτίου πλήθους   περιττών 

είναι άρτιος ενώ το άθροισμα οσονδήποτε αρτίων είναι άρτιος.  

(β) Αν ένα τετράγωνο  έχει πλευρά που είναι άρτιος αριθμός τότε περιλαμβάνει άρτιο  αριθμό κελιών.  

Εφόσον δε οι περιττοί και οι άρτιοι αριθμοί είναι τοποθετημένοι στα κελιά εναλλάξ θα περιέχει ένα 

άρτιο πλήθος από περιττούς αριθμούς και κατά συνέπεια το άθροισμα των αριθμών που περιέχονται 

σε αυτό θα είναι άρτιος. Ώστε ένα τέτοιο τετράγωνο δεν είναι «περιττό».   

(γ) Αν τώρα ένα τετράγωνο  έχει πλευρά που είναι περιττός αριθμός τότε διακρίνουμε τις ακόλουθες 

υποπεριπτώσεις:  

          (𝜸𝟏) Το κελί που είναι στην αριστερή και πάνω γωνία περιέχει άρτιο αριθμό. Τότε το 

                  τετράγωνο αυτό περιέχει άρτιο πλήθος από περιττούς αριθμούς και κατά συνέπεια  το  

                  άθροισμα των αριθμών που περιέχει  είναι άρτιος αριθμός. Ώστε ένα τέτοιο τετράγωνο δεν 

                  είναι «περιττό».   

         (𝜸𝟐) Το κελί που είναι στην αριστερή και πάνω γωνία περιέχει περιττό  αριθμό. Τότε το 

                 τετράγωνο αυτό περιέχει περιττό πλήθος από περιττούς αριθμούς και κατά συνέπεια  το  

                 άθροισμα των αριθμών που περιέχει  είναι περιττός αριθμός. Ώστε ένα τέτοιο τετράγωνο 

                 είναι «περιττό».   

(δ) Ενόψει των (β) και (γ) φαίνεται ότι το  πλήθος των «περιττών» τετραγώνων συμπίπτει με το πλήθος 

των τετραγώνων που έχουν πλευρά με περιττό μήκος και στην αριστερή και πάνω γωνία περιέχουν 

περιττό  αριθμό. 

Παρατηρούμε λοιπόν ότι με αυτή την ιδιότητα έχουμε: 

Ένα    7 × 7  τετράγωνο  (με το 1 στην αριστερή και πάνω γωνία). 

Πέντε  5 × 5   τετράγωνα  (με τα 1,3,9,15   και 17 στην αριστερή και πάνω γωνία). 

Δέκα τρία  3 × 3 τετράγωνα  (με τα 1, 3, 5,9,11,15,17, 19, 23, 25, 29, 31 και 33 στην αριστερή και 

πάνω γωνία). 

Είκοσι πέντε  1 × 1 τετράγωνα  (όσοι και οι περιττοί αριθμοί 1, 3, 5, … ,49, όντας τα τετράγωνα που 

συμπίπτουν με τα κελιά). 

Κατά συνέπεια το σύνολο των «περιττών» τετραγώνων είναι 

1 + 5 + 13 + 25 = 44. 
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              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Ο κύριος Μάριος είναι συνταξιούχος Μαθηματικός και έχει τρία παιδιά, τον Σάββα, τον Ανδρέα και 

την Μαρία. Για τις ηλικίες των παιδιών του παρατήρησε τα εξής: 

 Η Μαρία είναι το μεσαίο παιδί και η μητέρα της φρόντιζε κάθε φορά στην επέτειο των γενεθλίων της  

να της έχει μια τούρτα με τόσα κεράκια όσα ήταν η ηλικία της εκείνη την  χρονιά. Ο κύριος Μάριος 

θυμάται, ότι η Μαρία, από όλα μαζί τα κεράκια που τοποθετήθηκαν στις τούρτες των τριών πρώτων 

επετείων των γενεθλίων της, κατάφερε να σβήσει με το πρώτο φύσημα, συνολικά το 50% των κεριών. 

Από την 4η επέτειο μέχρι και την τελευταία που ήταν χθες, καταφέρνει να σβήνει όλα τα κεράκια της 

τούρτας της με ένα φύσημα. Μέχρι σήμερα έχει σβήσει συνολικά 900 κεράκια. 

 Η σημερινή ηλικία του Σάββα είναι μεταξύ  30 και 40 χρονών, του Ανδρέα μεταξύ 40 και 50 χρονών 

και το γινόμενο των ηλικιών τους είναι τέλειος κύβος θετικού ακεραίου.( Για παράδειγμα  το 64 είναι 

τέλειος κύβος γιατί  43 = 64) 

Να βρείτε τις σημερινές ηλικίες των παιδιών του κυρίου Μάριου. 

 

               ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ  

 Για την Μαρία έχουμε ότι τα τρία πρώτα χρόνια των γενεθλίων της έσβησε 

 (1 + 2 + 3)
50

100
= 3 κεράκια. Επομένως μέχρι τα σημερινά της γενέθλια θα έχουμε: 

3 + 4 + 5 + ⋯ + 𝜈 = 900 ⇔
(𝜈 + 3)(𝜈 − 2)

2
= 900 ⇔ 𝜈2 + 𝜈 − 1806 = 0 ⇔ 

(𝜈 + 43)(𝜈 − 42) = 0 ⇔ 𝜈 = 42. 
Άρα, η Μαρία είναι 42 χρονών σήμερα. 

 Ας ονομάσουμε 𝑥 την ηλικία του Ανδρέα. Τότε η ηλικία του Σάββα θα είναι ένας αριθμός από 

το σύνολο ℳ = {31,32,33,34,35,36,37,38,39} .Επειδή το γινόμενο των ηλικιών των δύο 

αδερφών είναι τέλειος κύβος θετικού ακεραίου, δεν μπορεί οι ηλικίες τους να είναι πρώτοι 

αριθμοί, άρα 𝑥 ≠ 41,43,47  και  ℳ = {32,33,34,35,36,38,39} . Αναλύουμε τις πιθανές 

ηλικίες του Ανδρέα σε γινόμενο πρώτων αριθμών και έχουμε: 

42 = 2 ∙ 3 ∙ 7, 44 = 22 ∙ 11, 45 = 32 ∙ 5, 46 = 2 ∙ 23, 
  48 = 24 ∙ 3, 49 = 72 

Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 32 ∙ 𝑥 = 𝑘3, 𝑘 ∈ ℕ, άρα 25 ∙ 𝑥 = 𝑘3, δηλαδή πρέπει 𝑥 = 2𝜌3, 𝜌 ∈ ℕ. Όμως από την 

παραπάνω ανάλυση δεν υπάρχει τέτοιος αριθμός . 

 33 ∙ 𝑥 = 𝑘3, 𝑘 ∈ ℕ, άρα 3 ∙ 11 ∙ 𝑥 = 𝑘3 ,δηλαδή πρέπει 𝑥 = 32112𝜌3, 𝜌 ∈ ℕ. Όμως 

από την παραπάνω ανάλυση δεν υπάρχει τέτοιος αριθμός . 

 34 ∙ 𝑥 = 𝑘3, 𝑘 ∈ ℕ, άρα 2 ∙ 17 ∙ 𝑥 = 𝑘3 ,δηλαδή πρέπει 𝑥 = 22172𝜌3, 𝜌 ∈ ℕ. Όμως 

από την παραπάνω ανάλυση δεν υπάρχει τέτοιος αριθμός. 

 35 ∙ 𝑥 = 𝑘3, 𝑘 ∈ ℕ, άρα 5 ∙ 7 ∙ 𝑥 = 𝑘3 ,δηλαδή πρέπει 𝑥 = 5272𝜌3, 𝜌 ∈ ℕ. Όμως από 

την παραπάνω ανάλυση δεν υπάρχει τέτοιος αριθμός . 

 36 ∙ 𝑥 = 𝑘3, 𝑘 ∈ ℕ, άρα 32 ∙ 22 ∙ 𝑥 = 𝑘3 ,δηλαδή πρέπει 𝑥 = 3 ∙ 2𝜌3, 𝜌 ∈ ℕ. Η μόνη 

δυνατή περίπτωση είναι 𝑥 = 24 ∙ 3, δηλαδή 36 ∙ 48 = 32 ∙ 22 ∙ 24 ∙ 3 = 33 ∙ (22)3. 
  38 ∙ 𝑥 = 𝑘3, 𝑘 ∈ ℕ, άρα 3 ∙ 11 ∙ 𝑥 = 𝑘3 ,δηλαδή πρέπει 𝑥 = 32 ∙ 112𝜌3, 𝜌 ∈ ℕ. 

Όμως από την παραπάνω ανάλυση δεν υπάρχει τέτοιος αριθμός. 

 39 ∙ 𝑥 = 𝑘3, 𝑘 ∈ ℕ, άρα 3 ∙ 13 ∙ 𝑥 = 𝑘3 ,δηλαδή πρέπει 𝑥 = 32 ∙ 132𝜌3, 𝜌 ∈ ℕ. Όμως 

από την παραπάνω ανάλυση δεν υπάρχει τέτοιος αριθμός. 
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              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Σε έλα ηνπξλνπά βόιετ δήισζαλ ζπκκεηνρή    νκάδεο Γπκλαζίσλ ηεο Κύπξνπ. Σε θάζε Γπκλάζην δόζεθε 

ηπραία έλαο αξηζκόο από ην   έσο θαη ην    θαη θαηαξηίζηεθε ν πην θάησ πίλαθαο: 

1 Πεξηθεξεηαθό Γπκλάζην Λεπθάξσλ 10 Γπκλάζην Πόιεσο Χξπζνρνύο 

2 Γπκλάζην Αγίνπ Γνκεηίνπ 11 Γπκλάζην Βεξγίλαο  

3 Γπκλάζην Αθξνπόιεσο 12 Γπκλάζην Αγξνύ 

4 Γπκλάζην Παξαιηκλίνπ 13 Γπκλάζην Μαθεδνλίηηζζαο  

5 Γπκλάζην Κνθθηλνηξηκηζηάο 14 Γπκλάζην Γεξνζθήπνπ 

6 Γπκλάζην Αγίνπ Ισάλλε 15 Λαλίηεην Γπκλάζην 

7 Γπκλάζην Απνζηόινπ Παύινπ 16 Γπκλάζην Γξνζηάο 

8 Γπκλάζην Αξαδίππνπ 17 Νηθνιαείδην Γπκλάζην 

9 Γπκλάζην Αγίνπ Αζαλαζίνπ 18 Γπκλάζην Αθαθίνπ 

Απνθαζίζηεθε όπσο νη αγώλεο ηεο 1
εο 

θάζεο ηνπ ηνπξλνπά θαζνξηζηνύλ έηζη ώζηε, θάζε ζρνιείν λα παίμεη 

κε έλα άιιν ζρνιείν κε ηνλ εμήο ηξόπν: 

«Το άθροιζμα ηων αριθμών που δόθηκαν ζηα δύο ζχολεία να είναι ηέλειο ηεηράγωνο». 

Να βξείηε θαη λα θαηαγξάςεηε ην πξόγξακκα ηεο 1
εο

 θάζεο ησλ ζπλαληήζεσλ. 

Σημείωζη: Έλαο αξηζκόο είλαη ηέιεην ηεηξάγσλν αλ είλαη ηεο κνξθήο   , όπνπ   ζεηηθόο αθέξαηνο αξηζκόο. 

Γηα παξάδεηγκα ην    είλαη ηέιεην ηεηξάγσλν γηαηί        
ΠΡΟΣΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΤΗ   

Θα δνύκε πξώηα όια ηα δεπγάξηα (   ) ησλ αξηζκώλ κε     *        + ηέηνηα ώζηε        , όπνπ 

  ζεηηθόο αθέξαηνο αξηζκόο. Απηά είλαη: 

(   ) (   ) (    ) 
 (   ) (    )   
(   ) (   ) (    )   
(   ) (    )   
(   ) (    )   
(   ) (    ) 

(   ) (   ) (    ) 
(   ) (    ) 
(   ) (    ) 

 

(    ) (     ) 
(    ) (     ) 
(    ) (     ) 
(    ) (     ) 
(    ) (     ) 
(    ) (     ) 
(    ) 
(    ) 
(    ) 

Δπνκέλσο ππνρξεσηηθά ζα έρνπκε ηηο ζπλαληήζεηο: 

(    )   Γπκλάζην Γξνζηάο- Γπκλάζην Αγίνπ Αζαλαζίνπ 

(    )   Νηθνιαείδην Γπκλάζην- Γπκλάζην Αξαδίππνπ 
(    )   Γπκλάζην Αθαθίνπ- Γπκλάζην Απνζηόινπ Παύινπ 

Άξα από ηα δεπγάξηα (   ) (    ) ην δεπγάξη (   ) απνθιείεηαη θαη ζα έρνπκε ππνρξεσηηθά αγώλα κεηαμύ 
(    )   Γπκλάζην Αγίνπ Γνκεηίνπ- Γπκλάζην Γεξνζθήπνπ 

Από ηα δεπγάξηα  (    ) (     ) ην δεπγάξη (     ) απνθιείεηαη θαη ζα έρνπκε ππνρξεσηηθά αγώλα κεηαμύ 
(    )   Γπκλάζην Βεξγίλαο- Γπκλάζην Κνθθηλνηξηκηζηάο 

Από ηα δεπγάξηα (   ) (    )  ην δεπγάξη (   ) απνθιείεηαη θαη ζα έρνπκε ππνρξεσηηθά αγώλα κεηαμύ 
(    )   Γπκλάζην Παξαιηκλίνπ- Γπκλάζην Αγξνύ 

Από ηα δεπγάξηα (    ) (     )  ην δεπγάξη (     ) απνθιείεηαη θαη ζα έρνπκε ππνρξεσηηθά αγώλα κεηαμύ 

(    )   Γπκλάζην Μαθεδνλίηηζζαο- Γπκλάζην Αθξνπόιεσο 

Από ηα δεπγάξηα (   ) (   ) (    )  ηα δεπγάξηα (   ) (   ) απνθιείνληαη θαη ζα έρνπκε ππνρξεσηηθά 

αγώλεο κεηαμύ ησλ νκάδσλ 

(    )   Πεξηθεξεηαθό Γπκλάζην Λεπθάξσλ- Λαλίηεην Γπκλάζην 



θαη ηέινο ,από ηα δεπγάξηα (    ) (     )  ην δεπγάξη (     ) απνθιείεηαη θαη ζα έρνπκε ππνρξεσηηθά 

αγώλα κεηαμύ 

(    )   Γπκλάζην Πόιεσο Χξπζνρνύο- Γπκλάζην Αγίνπ Ισάλλε 

Δπνκέλσο ην πξόγξακκα ηεο 1
εο

 θάζεο ησλ ζπλαληήζεσλ ηνπ ηνπξλνπά πνπ δεκηνπξγείηαη κε απηό ηνλ 

ηξόπν είλαη: 

 

Γπκλάζην Γξνζηάο-  Γπκλάζην Αγίνπ Αζαλαζίνπ 

Νηθνιαείδην Γπκλάζην-  Γπκλάζην Αξαδίππνπ 

Γπκλάζην Αθαθίνπ-  Γπκλάζην Απνζηόινπ Παύινπ 

Γπκλάζην Αγίνπ Γνκεηίνπ-  Γπκλάζην Γεξνζθήπνπ 

Γπκλάζην Βεξγίλαο-  Γπκλάζην Κνθθηλνηξηκηζηάο 

Γπκλάζην Παξαιηκλίνπ-  Γπκλάζην Αγξνύ 

Γπκλάζην Μαθεδνλίηηζζαο-  Γπκλάζην Αθξνπόιεσο 

Πεξηθεξεηαθό Γπκλάζην Λεπθάξσλ-  Λαλίηεην Γπκλάζην 

Γπκλάζην Πόιεσο Χξπζνρνύο-  Γπκλάζην Αγίνπ Ισάλλε 
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              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Τν δάπεδν κηαο κηθξήο εθθιεζίαο είλαη ζρήκαηνο ηεηξαγώλνπ πιεπξάο       

θαη είλαη ζηξσκέλν κε νξζνγώληα πιαθάθηα. Τν θάζε πιαθάθη έρεη κήθνο 

     θαη πιάηνο      θαη έρεη ηελ κνξθή πνπ θαίλεηαη ζην Σχήμα 1, όπνπ 

ην ηεηξάπιεπξν      είλαη ξόκβνο ρξώκαηνο καύξνπ θαη ην ππόινηπν 

κέξνο ηνπ πιαθηδίνπ είλαη άζπξνπ ρξώκαηνο.  

Η πιαθόζηξσζε ηνπ δαπέδνπ ηεο εθθιεζίαο έγηλε έηζη ώζηε λα 

αθνινπζείηαη έλα κνηίβν, κέξνο ηνπ νπνίνπ θαίλεηαη ζην Σχήμα 2.   

(α) Να ππνινγίζεηε ηελ δηαγώλην    ηνπ ξόκβνπ      ζην  

      Σχήμα 1. 

(β) Να ππνινγίζεηε ην πνζνζηό ηνπ εκβαδνύ ηνπ δαπέδνπ 

      ηεο εθθιεζίαο πνπ είλαη καύξνπ ρξώκαηνο. 

(γ) Να ππνινγίζεηε ην πιήζνο ησλ νξζνγσλίσλ πιαθηδίσλ κε 

     ηα νπνία είλαη θαιπκκέλν ην δάπεδν ηεο εθθιεζίαο. 

(δ) Να βξείηε ην πιήζνο ησλ ξόκβσλ ρξώκαηνο άζπξνπ πνπ  

     ζρεκαηίδνληαη ζην δάπεδν ηεο εθθιεζίαο κε απηό ην  

     κνηίβν πιαθόζηξσζεο.  

           ΠΡΟΣΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΤΗ  

(α) Έζησ   ε πιεπξά ηνπ ξόκβνπ. Τόηε έρνπκε  

        
Δθαξκόδνληαο ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα ζην ηξίγσλν      , παίξλνπκε 

(    )                            

          
   

  
   

  

 
 

Όκσο από ην νξζνγώλην ηξίγσλν      έρνπκε 

                      
Δπνκέλσο         Τέινο από ην νξζνγώλην ηξίγσλν      έρνπκε 

           (
  

 
)
 

     
   

 
    

  

 
 

Άξα          . 
 

(β) Δπεηδή νη δηαζηάζεηο ηνπ δαπέδνπ είλαη         θαη            ,           ην δάπεδν ηεο 

εθθιεζίαο ζα θαιύπηεηαη πιήξσο από αθέξαην αξηζκό πιαθηδίσλ. 

Δπνκέλσο ην πνζνζηό ηνπ εκβαδνύ ηνπ δαπέδνπ ηεο εθθιεζίαο πνπ είλαη καύξνπ ρξώκαηνο ζα είλαη όζν ην 

πνζνζηό ηνπ εκβαδνύ καύξνπ ρξώκαηνο πνπ έρεη έλα πιαθίδην. Άξα 

        
     

 
        

θαη 

                       
  

Άξα ην πνζνζηό ηνπ εκβαδνύ ηνπ δαπέδνπ ηεο εθθιεζίαο πνπ είλαη καύξνπ ρξώκαηνο ζα είλαη 
   

   
             

(γ) Τν εκβαδόλ ηνπ δαπέδνπ ηεο εθθιεζίαο είλαη 

                            
  

Άξα ην πιήζνο ησλ νξζνγσλίσλ πιαθηδίσλ κε ηα νπνία είλαη θαιπκκέλν ην δάπεδν ηεο εθθιεζίαο είλαη 

                          
η διαθοπεηικά             



 

(δ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έρνπκε           θαηαθόξπθεο ζηήιεο νξζνγσλίσλ πιαθηδίσλ ζην δάπεδν ηεο εθθιεζίαο. Αλά δύν  

δεκηνπξγνύλ  ξόκβνπο άζπξνπ ρξώκαηνο ζην δάπεδν ηεο εθθιεζίαο. Άξα ζα έρνπκε    θαηαθόξπθεο 

ζηήιεο ξόκβσλ  αξηζκεκέλεο όπσο ζην ζρήκα              . 
Δπίζεο νη            νξηδόληηεο ζεηξέο πιαθηδίσλ αλά δύν δεκηνπξγνύλ ηνπο ίδηνπο ξόκβνπο άζπξνπ 

ρξώκαηνο ζην δάπεδν ηεο εθθιεζίαο. 

Δπνκέλσο νη θαηαθόξπθεο ζηήιεο ξόκβσλ κε πεξηηηό αξηζκό αξίζκεζεο από ην ζύλνιν *            + ζα 

πεξηέρνπλ    άζπξνπο ξόκβνπο, δειαδή ζύλνιν             θαη νη θαηαθόξπθεο ζηήιεο ξόκβσλ κε 

άξηην αξηζκό αξίζκεζεο από ην ζύλνιν *            + ζα πεξηέρνπλ    άζπξνπο ξόκβνπο, δειαδή ζύλνιν  

            
Άξα ην πιήζνο ησλ ξόκβσλ ρξώκαηνο άζπξνπ πνπ  ζρεκαηίδνληαη ζην δάπεδν ηεο εθθιεζίαο κε απηό ην 

κνηίβν πιαθόζηξσζεο ζα είλαη 

               
 

ή  διαφορετικά  
  

 
 (
  

 
  )  

  

 
 (
  

 
  )                    
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              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

(α) Να βξείηε πόζνη αθέξαηνη αξηζκνί κεηαμύ ηνπ   θαη ηνπ       έρνπλ και τις δύο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

 είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ   θαη 

 αλ δηαηξεζνύλ κε   αθήλνπλ ππόινηπν    
(β) Να βξείηε πόζνη αθέξαηνη αξηζκνί κεηαμύ ηνπ   θαη ηνπ       έρνπλ και τις δύο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

 είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ   θαη 

 αλ δηαηξεζνύλ κε   ή ην   αθήλνπλ ππόινηπν    
Σημείωζη: ην δηαδεπθηηθό «ή» ζεκαίλεη είηε κε ηνλ έλα αξηζκό είηε κε ηνλ άιιν είηε θαη κε ηνπ δύν.   

 

             ΠΡΟΣΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΤΗ  

(α) Αθνύ νη δεηνύκελνη αξηζκνί είλαη ζεηηθνί αθέξαηνη πεξηνξηδόκαζηε ζην ζύλνιν ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ  . 

Κάζε πνιιαπιάζην ηνπ   είλαη ηεο κνξθήο 

                

Κάζε  αθέξαηνο πνπ δηαηξείηαη κε ην   θαη αθήλεη ππόινηπν   είλαη ηεο κνξθήο  

                   
Αθαηξώληαο ηηο πξνεγνύκελεο ζρέζεηο ζα έρνπκε 

        
πνπ έρεη αθέξαηεο ιύζεηο γηα             δειαδή είλαη ηεο κνξθήο               . Άξα  

         (    )                      
Αιιά  

                                        
 

  
   

    

  
 

 
 

 
   

    

 
         

Άξα αλ νλνκάζνπκε   ην ζύλνιν ησλ αξηζκώλ  πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο ηδηόηεηεο ηνπ πξνβιήκαηνο ηόηε ζα 

έρνπκε 

 ( )      
(β) Κάζε πνιιαπιάζην ηνπ   είλαη ηεο κνξθήο 

                

Κάζε  αθέξαηνο πνπ δηαηξείηαη κε ην   θαη αθήλεη ππόινηπν   είλαη ηεο κνξθήο  

                   
Αθαηξώληαο ηηο πξνεγνύκελεο ζρέζεηο ζα έρνπκε 

        
πνπ έρεη αθέξαηεο ιύζεηο γηα              δειαδή είλαη ηεο κνξθήο               . Άξα  

         (    )                      
Αιιά  

                                        
 

  
   

    

  
 

 
 

 
   

    

  
         

Άξα αλ νλνκάζνπκε   ην ζύλνιν ησλ αξηζκώλ  πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο ηδηόηεηεο ηνπ πξνβιήκαηνο ηόηε ζα 

έρνπκε 

 ( )      
Όκνηα βξίζθνπκε ην πιήζνο ησλ αξηζκώλ κεηαμύ ηνπ   θαη ηνπ       πνπ πνιιαπιάζηα ηνπ    θαη όηαλ 

δηαηξνύληαη κε ην    θαη ην    δειαδή κε ην   αθήλνπλ ππόινηπν  . Έρνπκε 

Κάζε πνιιαπιάζην ηνπ   είλαη ηεο κνξθήο 

                



Κάζε  αθέξαηνο πνπ δηαηξείηαη κε ην   θαη αθήλεη ππόινηπν   είλαη ηεο κνξθήο  

                   
Αθαηξώληαο ηηο πξνεγνύκελεο ζρέζεηο ζα έρνπκε 

        
πνπ έρεη αθέξαηεο ιύζεηο γηα             δειαδή είλαη ηεο κνξθήο               . Άξα  

         (    )                      
Αιιά  

                                        
 

  
   

    

  
 

 
 

  
   

    

  
         

Δπνκέλσο  

 (   )      
Αλ νλνκάζνπκε    ην ζύλνιν ησλ αξηζκώλ πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο ζπλζήθεο ηνπ (β) είλαη 

 ( )   ( )   ( )   (   )                   
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              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Δίλνληαη  νη αξηζκνί 

 

                                                                  

 

Να ηνπνζεηήζεηε ηνπο δεδνκέλνπο αξηζκνύο ζε ζεηξά αξρίδνληαο από ηνλ κηθξόηεξν πξνο 

ηνλ κεγαιύηεξν, γξάθνληαο κεηαμύ ηνπο ην θαηάιιειν από ηα ζύκβνια      ή   = . 

 

ΠΡΟΣΓΙΝΟΜΓΝΗ ΛΤΗ   

 

Οη δεδνκέλνη αξηζκνί γξάθνληαη 

     (  )             (  )             (  )      
       (  )             (  )             (  )            (  )       

       (  )    

 

Αθνύ γηα ζεηηθνύο αθεξαίνπο ηζρύεη 

          

αξθεί λα βξνύκε ηελ ζεηξά ησλ  

                        

Όκσο ππνινγίδνληαο ηηο δπλάκεηο ζα έρνπκε 

                                                                            
                                              

Επνκέλσο, αθνύ 

                        

παίξλνπκε 
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Τάξη: Β΄ Γυμνασίου 

 

 
              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

(α) Να βξείηε όια ηα δεπγάξηα (   ) αθεξαίσλ αξηζκώλ πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε 

                             ( ) 

 

(β) Έζησ όηη (     )  είλαη έλα δεπγάξη ζεηηθώλ 

αθεξαίσλ ιύζεσλ ηεο  ( )  Με κήθε θάζεησλ 

πιεπξώλ ηα       ζρεδηάδνπκε έλα νξζνγώλην 

ηξίγσλν      θαη εθηόο απηνύ ηα ηεηξάγσλα 

     θαη      όπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα.  

Φέξνπκε ηα επζύγξακκα ηκήκαηα    θαη     Να 

απνδείμεηε όηη : 

i. Τα ζεκεία       βξίζθνληαη πάλσ ζε επζεία. 

ii. Αλ   ην κέζν ηνπ    ηόηε ηζρύεη  

      
  √ 

 
 

(γ) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ 

      

 

           ΠΡΟΣΓΙΝΟΜΓΝΗ ΛΤΗ  

(α)  Από ηελ εμίζσζε ( ) παίξλνπκε 

                    

Άξα, 

      | |           

επνκέλσο ,   *                          + 

                                                       (   )             (    ) (   )  
                                                        (   )            

  (    ) (     ) (   ) (    )  
                                                         (   )            

  (    ) (     ) (   ) (    )  
                                                                
                                                                    
                                                       (   )             (   ) (    )  

Άξα όια ηα δεπγάξηα (   ) αθεξαίσλ αξηζκώλ πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε ( ) είλαη 

 

(   )  {
(    ) (   ) (   ) (    ) (    ) (     ) (   ) 

(    ) (    ) (     ) (   ) (    )
} 

 

(β) (i) Τα δεπγάξηα ζεηηθώλ αθεξαίσλ ιύζεσλ ηεο ( ) είλαη ηα (   )     (   ). Έζησ (     )  

(   ) ηόηε      θαη     . 

Επεηδή  

                                

ηα ζεκεία       βξίζθνληαη πάλσ ζε επζεία. 

 

(ii) Εθαξκόδνπκε Ππζαγόξεην Θεώξεκα ζηα ηξίγσλα                 θαη παίξλνπκε 

 



                  

                     √  

                 √  

Άξα 

      
 √   √ 

 
 
 √ 

 
 

Επεηδή νη δηαγώληνη ηνπ ηεηξαγώλνπ δηρνηνκνύληαη, ζα 

έρνπκε 

      
 √ 

 
  √  

Από ηα παξαπάλσ παίξλνπκε 

         
 √ 

 
  √  

 √ 

 
 

Από ην νξζνγώλην ηξίγσλν      έρνπκε 

            ( √ )
 
 (
 √ 

 
)

 

   
 

 
 
  

 
    

 √ 

 
 

Επίζεο, 

            
 √ 

 
 
 √ 

 
  √  

Από ην νξζνγώλην ηξίγσλν      έρνπκε 

            ( √ )
 
 (
 √ 

 
)

 

   
 

 
 
  

 
    

 √ 

 
 

Άξα 

      
 √ 

 
 
  √ 

 
 

(iii) Επεηδή 

          (
 √ 

 
)

 

        

ζπκπεξαίλνπκε όηη ην ηξίγσλν      είλαη νξζνγώλην θαη ηζνζθειέο. θαη άξα ην εκβαδόλ 

ηνπ ζα είλαη 

      
 

 
(
 √ 

 
)
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Τάξη: Γ΄ Γυμνασίου 

 

   
              ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

(α) Ο θ. Γηώξγνο είλαη Μαζεκαηηθόο θαη έρεη ζηελ απνζήθε ηνπ έλα 

αξηζκό από ηεηξάγσλα πιαθάθηα πνπ ην θάζε έλα έρεη κήθνο 

πιεπξάο       Απνθάζηζε κε ηα πιαθάθηα απηά λα πιαθνζηξώζεη 

έλα κέξνο ηεο απιήο ηνπ. Τνπνζεηώληαο ηα πιαθάθηα ην έλα δίπια 

ζην άιιν ζρεκάηηζε έλα κεγάιν ηεηξάγσλν πιεπξάο    αιιά 

παξαηήξεζε όηη ηνπ πεξίζζεςαλ    πιαθάθηα. Σηελ ζπλέρεηα αύμεζε 

θαηά      ην κήθνο ηεο πιεπξάο ηνπ κεγάινπ ηεηξαγώλνπ θαη ηόηε 

δηαπίζησζε όηη γηα λα θαιύςεη ην ηεηξάγσλν πιεπξάο      ζα ρξεηάδνληαλ αθόκε     

πιαθάθηα. Να βξείηε πόζα πιαθάθηα είρε ν θ. Γηώξγνο αξρηθά ζηελ απνζήθε ηνπ. 

 

(β) Ο θ. Γηώξγνο, σο Μαζεκαηηθόο, ζθέθηεθε έλα πην γεληθό 

πξόβιεκα παίξλνληαο αθνξκή από ηελ εκπεηξία πνπ είρε κε 

ηελ πιαθόζηξσζε ηεο απιήο ηνπ. Τν πξόβιεκα είλαη ην εμήο: 

«Κάπνηνο πξνζπαζεί λα θαηαζθεπάζεη έλα κεγάιν 

ηεηξάγσλν πιεπξάο    ρξεζηκνπνηώληαο κηθξά ηεηξάγσλα 

πιεπξάο   , ηνπνζεηώληαο ηα ην έλα δίπια ζην άιιν, θαη ηνπ 

πεξηζζεύνπλ    κηθξά ηεηξάγσλα. Σηελ πξνζπάζεηά ηνπ λα 

θαηαζθεπάζεη έλα δεύηεξν κεγάιν ηεηξάγσλν, απμάλεη ην 

κήθνο ηεο πιεπξάο ηνπ πξώηνπ ηεηξαγώλνπ θαηά θ  κνλάδεο 

θαη δηαπηζηώλεη όηη ηνπ ρξεηάδνληαη     κηθξά ηεηξάγσλα 

αθόκε.» 

Να ππνινγίζεηε πνην κπνξεί λα είλαη ην πιήζνο ησλ κηθξώλ ηεηξαγώλσλ πιεπξάο   πνπ 

είλαη δπλαηόλ λα είρε αξρηθά, δνζέληνο όηη   θαη θ είλαη αθέξαηνη. 

 

             ΠΡΟΣΓΙΝΟΜΓΝΗ ΛΤΗ  

(α) Από ηελ εθθώλεζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζα έρνπκε ηελ εμίζσζε 

 

      (   )                              

Άξα  ην πιήζνο από πιαθάθηα πνπ είρε ν θ. Γηώξγνο ζηελ απνζήθε ηνπ ήηαλ 

             

 

(β) Όκνηα, ζα έρνπκε ηελ εμίζσζε 

      (   )                            

             

Λύλνληαο ηελ ηειεπηαία εμίζσζε ζα έρνπκε 

  
    √         

 
    √       

Θα πξέπεη        λα είλαη ηέιεην ηεηξάγσλν, δειαδή 

 

          (   )(   )           

Οη δηαηξέηεο ηνπ     είλαη: 

 

                                     

 

Ειέγρνπκε ηα δπλαηά δεπγάξηα ησλ παξαγόλησλ  



            Πιήζνο κηθξώλ 

ηεηξαγώλσλ 

1 192    

2 96 49 47 2301 

3 64    

4 48 26 22 576 

6 32 19 13 261 

8 24 16 8 156 

12 16 14 2 96 
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